XIV Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitaria 2011

1. (4 puntos) Sean r y s enteros positivos. Cada uno de los nimeros ai, ag, ..., ar, by, ..., bs es
1 6 2. Considera los nimeros que tienen las siguientes representaciones decimales:

a=0.a1as...ar0102...0; ...
b=0.b1by...bsb1by...bs. ..
r = 0.a1as...a.b1by... b

Yy = O-blbz . bgalag ... Qp

Muestra que a < b siy sélo si x < y.

Nota: Los numeros a y b tienen representacién decimal peridédica. Los niimeros = y y tienen
representacion decimal finita.

Solucion 1

Tenemos las siguientes dos igualdades:

10752 = 10%(10"a — a) + 10°b — b
10""$y = 10"(10°b — b) + 10"a — a

Restando estas igualdades obtenemos que:

10""%(z — y) = (10°(10"a — a) 4 10°b — b) — (10" (10°b — b) + 10"a — a)
= (10""* — 10" — 10° + 1)(a — b)
= (10" = 1)(10° — 1)(a — b)

Finalmente, notemos que 10”75, 10" — 1 y 10° — 1 son positivos, asi que z < y si y sélo si
x—y<0siysélosia—b<0siysodlosia<hb. O

Solucion 2

Supongamos sin pérdida de generalidad que r < s. Si (a1, aq, ..., a,) # (b1,be, ..., b,), toman-
do el menor t > 1 tal que a; # by, tenemos, caso a; < by, + < y y 0,a102...a;b1b2...bs <
0,b1b2...bsa1as...a,, ¥y, caso a;z > by, © >y y 0,a1a9...a;b1bs...bs > 0,b1ba...bsa1a2...a,. Supon-
gamos entonces que (aj,ag,...,a,) = (b1,b,...,b.), 0 sea, que 5 comienza con «. Tomamos



n > 1 méaximo tal que B comienza con o" (donde " es la concatencaién acw...a de n co-
pias de «), i.e., f = a™y, donde v = (¢1, ¢, ...,¢) €s una sucesién que no comienza con .
Queremos mostrar que

0, aaa... <0, BBB... = 0, a"ya ya' ... <= 0,a8 =0,a""y <0, Ba =0, a"a,
pero esto equivale a mostrar que
0, aaa... < 0,ya"ya"va"... <= 0,ay < 0,7a.
Tenemos (llevando en cuenta que v = (c1, ¢, ..., ¢;) no comienza con «) los siguientes casos:

a) r < t: en este caso, 7y comienza con (ci,ca, ..., ¢ ), que es distinto de o = (aq, ag, ..., a,).
Si 0,a1a9...a, < 0,c10s...¢, valen las dos desigualdades de la ultima implicacién, y, caso
contrario, no vale ninguna de las dos.

b) r >ty a no comienza con . En ese caso, & comienza com (ay, ag, ..., at), que es distinto
de v = (c1,¢2,...,¢r). Si 0,a1a9...a; < 0,c1c9...¢, valen las dos desigualdades de la dltima
implicacién, y, caso contrario, no vale ninguna de las dos.

c¢) r >ty a comienza con v. En ese caso, podemos escribir a = y7. Asi, 0,ay < 0,y
equivale a 0, y7v < 0,vyT, que equivale a 0, 7y < 0, v7. Por otro lado, 0, aac... comienza
con 0,77y y 0,ya"ya"ya™... comienza com 0,7, y luego, si 0,7y < 0,~7, entonces
0, aaa... < 0,ya"ya"ya"..., y si 0,7y > 0,77, entonces 0, aacx... > 0,vayava'™....
Finalmente, si 0, 7y = 0,7, entonces 7y = v7, y luego ya = oy, de donde 0, ya"ya™ =

0,022, 0, va"ya"ya™ = 0,3, etc., y luego 0, ya"ya™ya™... = 0, aaa....

O

Criterio

Solucion 1

» (1 punto) Encontrar relaciones algebraicas utiles entre z, y, a y b

» (3 puntos) Expresar  — y como un miltiplo positivo de a — b y concluir.

Solucion 2

1 punto) Llegar a 0, aaa... < 0,ya"yaya™... <= 0,ay < 0,7a.
)
)
)

1 punto) Resolver el caso c).

1 punto) Resolver el caso a).

1 punto) Resolver el caso b).

(
(
(
(

. (4 puntos) El cubo n—dimensional C' se descompone en 2™ cajas rectangulares mas pequenas
por n planos Py, Ps, ..., P, de tal forma que cada eje de C' es perpendicular a exactamente
uno de esos planos. Las 2" cajas se marcan en colores blanco y negro de tal manera que cada
par de cajas vecinas tiene un color diferente.



Supongamos que la suma de los volimenes de las cajas en negro es igual a la suma de los
volumenes de las cajas en blanco. Muestre que al menos uno de los planos Py, P, ..., P,
bisecta a C.

Solucion

Colocamos a C en R? de modo que P; es el i—ésimo plano coordenado, es decir, P; =

{(z1,22,...,2y) : © = 0}. Escribimos entonces C' = [—a1,b1] X [—az,ba] X ... X [—an, by).
El color del punto (z1,z2,...,z,) depende del signo del producto xjz3 - - - x,. Colorearemos
(r1,22,...,2y) de blanco si xyxg - - - 2, es positivo y de negro si zq1xs - - -z, es negativo. Asi,

podemos dar la diferencia de volimenes como sigue:

by bn
Viblanco — Vaegro = / ... / sgn(zy ... xp)day, ... da,
—a1 —an

b1 bn
= </ sgn azldm) (/ sgn xndxn>
—a1 —an

= (b —a1)(by —az) - (by — ap).
Asi, ambas partes tienen igual volumen si y sélo si a; = b; para al menos un indice 7. ]

Observacion: La solucién realmente puede formularse sin integrales, lo importante es mostrar
de alguna forma que

Vblanco - Vnegro = (bl - al)(b2 - a2) te (bn - an)

por ejemplo, con un argumento de polinomios o por induccién sobre n.

Criterio

» (3 puntos) Llegar a Vilanco — Vaegro = (b1 — a1)(b2 — ag) - - - (by, — ay) 0 a una expresién
equivalente segin la notacién usada.

= (1 punto) Concluir.

Nota: No se penalizard por no justificar con toda formalidad qué puntos son blancos y
qué puntos son negros.

. (5 puntos) Sea n > 2 un entero. Sea f(z) = 2" + an_12" ' + - - -+ a1x + ag un polinomio con
n raices enteras distintas entre si y distintas de 1. Muestre que:

1.
n+>5, jaj

I -l-Z;-:& ” <1+ Inn.
Solucion
Comenzamos probando el siguiente lema.
Lema: Si un polinomio f ménico de grado n > 1 tiene raices 71, ..., r, ¥ & no es una raiz,
entonces ’}/((f)) = x_lrl 4t x_lrn.



Demostracion Escribimos f(x) = (x—r1)(z—r2) - - - (x—ry,). Derivando con regla del producto

obtenemos f'(z) = gﬁ—f,)l +...4 % Al dividir entre f(x) obtenemos el resultado. O
kYT day £1(1) : -
Reconocemos la expresiéon ST, COMO gy y por tanto, aplicando el Lema para x = 1, la
j=0 4j
expresion es igual a 1_1” + 1_17,2 4.+ 1—1rn' Asi, tenemos n sumandos distintos en el conjunto
{.. —%, —-1,1, %, % ...}, de modo que el maximo de la suma se alcanza para cuando las raices
del polinomio son 0, —1, —2, ..., —n + 1. Para estas raices la expresién vale 1 + % +- 4+ %

Finalrriente, la silma %n_t e % es una suma inferior para [ % dz en el intervalo (1,n) y por
tanto 5 + -+ - <f1 S dr =1Inn.

Sumando 1 a cada lado de esta desigualdad obtenemos la desigualdad buscada. ([l

Criterio

)

= (1 punto) Reconocer la expresién izquierda como 0N

1

= 1—ry*

2 puntos) Usar el Lema para poner la expresion de la forma ﬁ + 1_17,2 +...+
1

] punto) Argumentar que el valor méximo es 1 + % +.o4 L

n

~—~~ —~~ ~~

1 punto) Acotar con el logaritmo y concluir.

Nota: No es necesario probar el Lema, es posible citarlo como un resultado de derivacién
logaritmica.

. (5 puntos) Los niimeros complejos a, b y ¢ satisfacen que albe| + b|ca| + c|lab] = 0. Muestre
que

[(a = b)(b—c)(c—a)| > 3v/3|abe].

Solucion

Primero observamos que si alguno de los nimeros a, b o ¢ es 0 entonces se cumple lo que
queremos, pues el lado derecho es 0 y el izquierdo es la norma de un complejo.

Asi, podemos suponer abc # 0. Dividiendo la ecuacién albe| + b|ca| + clab] = 0 entre |abe],
obtenemos que:

a b c
lal o] el

De este modo, tenemos tres complejos unitarios con suma cero. Geométricamente, la suma
de dos vectores de norma 1 estd en un circulo unitario con centro en un vector unitario. Para
que con el tercero sume cero, es necesario que esté también en el circulo unitario con centro
en el origen. La unica forma en que pase esto es que los tres vectores sean los vértices de un
triangulo equilatero.

=0.

Esto lo que nos dice es que el dngulo entre a y b es 120°, asi como entre b y ¢ y entre ¢ y a.



Usando Ley de Cosenos y la desigualdad entre media aritmética y media geométrica obtene-
mos que |a — b2 = |a|? + |62 + |al|b| > 3a||b|. Haciendo una cuenta andloga para |b — c| y
|c — a y multiplicando estas desigualdades, obtenemos que:

la — b|b — c|*|c — a|* > 27|abc)?

Finalmente, sacando raiz cuadrada obtenemos la desigualdad buscada. O

Nota: Es posible terminar el problema de otras formas, como usando Ley de Senos o la
caraterizacién de que el punto de Fermat minimiza la suma de las distancias a los vértices.

Criterio
» (2 puntos) Mostrar que el dngulo entre los nimeros complejos es 120°, o bien que los
unitarios forman un tridngulo equilatero.
» (3 puntos) Trabajar con desigualdades y llegar al resultado deseado.
» (-1 punto) Si la prueba requiere suponer que algiin nimero es distinto de 0, se restard un

punto por no considerar este caso aparte.

. (6 puntos) Se tienen tres circulos wy, wa, w3 en la esfera unitaria S de R3. Supongamos que
para cada par de indices (4,j) con 1 < i < j < 3 existen dos circulos maximos Cj; y Cj; de
S tales que ambos son tangentes a w; y w; y ninguno de los dos separa w; y w;. Los circulos
maximos C;; y Cj; se intersectan en los puntos P;; y Pj;.

Demuestra que los puntos Pia, Pos, P31, P13, P32 y P21 estdn en un mismo circulo maximo
de S.

Solucion

Para i = 1,2,3, definimos S; como la esfera ortogonal a S que la intersecta en w;. Para
1 <i < j < 3 definimos H;; el centro de homotecia externo de S; y 5.

El plano que define a C;; es tangente a S; y S;, y ambas esferas estan del mismo lado de este
plano. De esta forma, H;; estd en este plano. Similarmente, H;; estd en el plano Cj;. Asi, H;;
estd en la linea de interseccién de estos planos, precisamente la linea P;; P;;.

Como los centros de homotecia de tres esferas son colineales, las lineas PioPs1, PisP31 y
P35 Py3 son coplanares y por tanto los puntos P, Po1, P13, P31, Po3, P32 caen en un mismo
circulo méximo de S. O

Criterio

= (2 puntos) Considerar las esferas ortogonales a S que lo cruzan en cada w;.
= (2 puntos) Mostrar que el centro de homotecia de S; y S esta en la recta Pj;Pj;.

» (2 puntos) Usar la colinealidad de los centros de homotecia para concluir.

. (7 puntos) Los enteros no negativos a, b, ¢ y d satisfacen 2ab + 2bc + 2ca — a® — b? — ¢* = d>.

Considera el conjunto X de enteros que se pueden escribir como suma de cuadrados de dos
enteros.



Muestra que a, b y c estan los tres en X si y sélo si el maximo comun divisor de a, b y ¢
estd en X.

Solucion

Si d = 0, suponemos sin pérdida de generalidad a < b < ¢. Tenemos
(Vat+-Vot+/e) (VatVo—/c)(Va—Vbie) (—vVat+Vb+ye) = 2ab+2ac+2be—a? —b?—c? = 0

Por tanto, \/¢ = /a+ Vb y ¢ = a+ b + 2v/ab. Escribiendo a = da, b = db con med(a, IN)) =1,
tenemos vab = dVab € Q, por lo que ab es un cuadrado, @ = u?, b = v? con u, v € N,y
tenemos que ¢ = d(u? + v? + 2uv) = d(u + v)?%. Asi

d=mcd(a,b,c) e X <= (ae X, be X, ceX)
pues
X ={p!"...pp" € N,p1 <...<py, primos, a; € N|(p; = 3mod4) = «ojpar}U{0}

Supongamos ahora d # 0.

Ponemos x = 4, y = g, z =5 € Q,y tenemos 2zy + 2wz + 2yz — 2% —y? — 22 = 1. Tenemos
la solucién z =y = %, z=1.

Busquemos otras soluciones de la forma = = % +tp, y = % +tq, z = % +tr,conr € Ry
(p,q,7) € Z° = {(0,0,0)}.

Sustituyendo obtenemos:

tp* + @ +1*—2pg—2pr —2qr) =p+q+2p+7+2¢+r—p—q—2r=2(p+q)

por lo tanto

+— 2(p+q)
p*+¢*+r2—2pg—2pr—2qr’

5p%4+q%+12+2pg—2pr—2qr

2(p*+q¢*+r?—2pg—2pr—2qr)’
_ p?45¢%4+r24-2pq—2pr—2qr

Y = @@ +rr—2pg—2pr—2qr) ¥

— p*+q°+r?=2pq

T 2(p?+qP+r2—2pg—2pr—2qr)°

xr =

z
Asi, si k= 2(p? + ¢ + 12 — 2pq — 2pr — 2qr), tenemos

kd(a,b,c) = d?(5p*+q*+r2+2pqg—2pr—2qr, p?+5¢*+12+2pq—2pr—2qr, 2(p* + > +r2+2pq));
como

5p? +¢* + 1% + 2pg — 2pr — 2qr = (2p)* + (P + ¢ — 7)?,

p* +5¢% + 1% + 2pg — 2pr — 2qr = (20)* + (p+q — )% ¥

20" +¢*+r*=2pg) = (p—q+r)*+(P—qg-1)%

El resultado se sigue de los siguiente hechos (que son consecuencia de la expresién de X):

i) Si aj,aq,...,an € X, entonces med(ay, ..., an) € X.

ii) Sia € X — {0} y k € N, entonces ka € X <= ke X.



Se hecho, si Ei: med(a, b, c), a= CZ~, b= db c= dc como kdda kddb y kddc pertenecen a
X, pori) kdd € X, y luego a, b, ¢ € X. Por lo tanto, de ii), s € X <= (a= ad, b=bd, c =
cd € X). O

Criterio

» (1 punto) Mostrar que si a, b, ¢ € X, entonces ged(a, b, c) € X.
= (2 puntos) Mostrar el regreso para d = 0.

» (4 puntos) Mostrar el regreso para d # 0.

. (8 puntos) Considera

= {f e C([0,1]) : Vx € [0, 1],

Determina

sup
feF

Il

Solucién
La clave de la solucién es la siguiente identidad.

Lema Para cualquier funcién f € L1]0,1],

L) A 2

Demostracion Cambiando el orden de integracion y substituyendo t = —1 + 23” i

A [ 75) 7=+ (/ ¢<—C§W> «

/ f(t) /1 dt dt
0 /ATt

1
= 7r/ I
0
Usando el Lema, para cada f € F C L]0, 1] tenemos que

[o<E[|f ] e o1k 2

de modo que supscr ‘ fol f‘ <2




1
Para la funcién g(z) = ——= tenemos que
x

s
/r g(t)dt_l/x d
0o Vr—t mJ t(x —t) '
1

Consideremos la sucesién de funciones fi, fa,... de [0,1] a R dadas por f,(z) = ———.
T+ =

Entonces f, € C[0,1] y 0 < f < g, por lo que f, € F. Como f,(z) — g(z) puntualmente,
1

tenemos que fol fo= Jy9=2.

De este modo, sup e » ‘ fol f’ = %

Nota: Para cada entero positivo u podemos definir la u—ésima integral de f como

e = [ / ( /t“fm)dtl) )dtn
/f x_tUI /f dt.

Esta operacion puede extenderse a todos los valores reales de u y es aditiva: I, I, = I, 4,. La
identidad del Lema es el caso particular para u = v = % ]
Criterio

= (5 puntos) Mostrar que sup jc » ‘ fol f’ <2

e (1 punto) Enunciar el Lema.
e (2 puntos) Demostrar el Lema.

e (2 puntos) Concluir que sup e » ‘ fol f‘ <2

» (3 puntos) Mostrar que SUp e ‘ fol f’ > 2

e (1 punto) Dar una sucesién de funciones que sirva.

e (2 punto) Mostrar que esta sucesién de funciones sirve.



