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Soluciones y criterios

Problemas

. (3 puntos) Sean n y k enteros positivos tales que k < n. ;{De cudntas formas se pueden elegir
k intervalos de enteros en el conjunto {1,2,...,n} de modo que la interseccién de cualesquiera
dos de ellos sea vacia?

Nota: Un intervalo de enteros es un conjunto de uno o méas enteros consecutivos.

. (4 puntos) Sea n un entero positivo y sea C un disco cerrado en R? de area mayor que n.
Demuestra que existe una traslacién de C' que contenga por lo menos n + 1 puntos (a, b) con
coordenadas a,b € Z.

. (4 puntos) Se escriben todas las fracciones g con 0 < p < g en una sucesion de la siguiente

forma:

01012012

1229338
Alrededor de cada fraccion g construimos un intervalo abierto de longitud 2~ *®2)+1) centrado

en %, donde k(p, q) es el puesto que corresponde a la fraccién % en la sucesion. Muestra que

% no pertenece a la unién de los intervalos.

. (5 puntos) Sea n un entero mayor o igual a 3. Tomemos los nimeros complejos ap =
k+ivk? —1parak =1,2,...,n. Sea p(x) el polinomio (z —ay)(z —az)...(x —ay). Muestra
que

R
1
dr = 0.

i
R0 _rD(z)

. (5 puntos) Muestra que existe una funcién f : [0,1] — R infinitamente diferenciable con
derivadas continuas en [0, 1] tal que para cualquier funcién g : [0, 1] — R continua en [0,1] y
cualquier € > 0 existe un namero N y nimeros reales ag, a1, ...,an tales que



1 N 2
/ (g(x) - Z ai f® (:U)) dr < e.
0 =0
Nota: Aqui f#) denota la i—ésima derivada de fsii >0y fO = f.

. (6 puntos) Sean a,b, c nimeros reales positivos distintos. Definimos L(a, b, ¢) como

2a . 2b L 2c
) )

(loga —logb)(loga —logec) = (logb —logc)(logb — loga (log c —loga)(logc —logh)

Prueba que

a+b+c

Vabe < L(a,b,¢) < 3

Nota: A L(a,b,c) se le conoce como la media logaritmica de los nimeros a, b, c.

. (7 puntos) Sea ¢ una potencia de un primo impar p. Sea F, el campo finito de orden ¢
y GL2(q) el conjunto de matrices invertibles de 2 x 2 con entradas en F,. Si M € GL(q),
entonces definimos el orden de M como el menor entero positivo k tal que M* = I, la matriz
identidad. Prueba que

a) Sidet(M) =1, entonces el orden de M divideaqg—1,a g+ 10 a 2p.

b) Sit es un entero positivo que divide a ¢ — 1, a ¢+ 1 o0 a 2p, entonces existe M € GLa(q)
tal que det(M) =1y el orden de M es t.

Soluciones y criterios

. Solucion

La respuesta es (";;Ck) Analicemos el siguiente problema alternativo. Consideremos n + k es-

pacios ordenados de izquierda a derecha. De ellos elijamos 2k y pongamos una X . Claramente
esto se puede hacer de (n;z,k) formas. Ahora vamos a dar una biyeccién entre este problema y
el problema de los intervalos.

Tomamos un acomodo de intervalos y lo ordenamos como {[a1, b1], [az, ba], .. ., [ak, bk]}. Como
los intervalos son ajenos, los extremos cumplen a1 < by < ag < by < ... < ag < bg. A esta
coleccién de intervalos le asignaremos el acomodo de espacios en donde hay X en los lugares
ai, bi+1, as+1,bo+2, a3+2, ..., ap+ (k—1), by +k. Debido a las desigualdades de intervalos,
tenemos que 1 < a1 <bj+1<as+1l1<br+2<...<ap+(k—1) <by+k<n+k. Esto
muestra que en efecto un acomodo de intervalos da un acomodo de X valido.

Inversamente, si tenemos un acomodo de X en los lugares a1 < by < as < by < ... < ap < b,
entonces podemos asignarle la coleccién de intervalos {[a1,b1 — 1], [aa — 1,b2 — 2],...,[ar —
(k—1),b; — k]}. Ahora las desigualdades de los lugares de las X muestran que los intervalos
son ajenos y que los extremos en efecto estdn en {1,2,...,n}.



Las operaciones que propusimos son una la inversa de la otra, de modo que esto justifica que
existe una biyeccién entre ambos problemas y por tanto la cantidad de formas de elegir &

intervalos disjuntos en {1,2,...,n} es (”;;Ck)

Criterio de evaluacién

» (1 pt) Mencionar que se puede de (";;k) formas.

» (1 pt) Proponer una forma de contar vélida.

» (1 pt) Completar los detalles del conteo

. Solucién
Centremos el disco en el origen. Sea R su radio y S su drea. Por hipdtesis, S > n.

Consideremos las traslaciones C' + v con v = (z,y) € Z*, 0 < x,5 < N para N un entero
positivo. Estas N? traslaciones estdan contenidas en el cuadrado [—R, N + R]?, el cual tiene
drea (N + 2R)?. La suma de las dreas de esas traslaciones es SN2.

. -2 -2
Para N suficientemente grande tenemos queQS (1 + %) >mnpues S >ny (1 + %)

converge a 1. Asi, para esta N tenemos (Ni% > n y entonces por principio de las casillas
existe un punto ¢ del cuadrado que pertenece a por lo menos n + 1 traslaciones C' + v;, con
v;i € 72,7 € {1,2,...,n+ 1}. De esta forma, existen puntos p; € C, i € {1,2,...,n+ 1} tales
que ¢ = p; +v;, y asi v; = p; — q. Esto nos dice que la traslaciéon C' — ¢ contiene los n + 1
puntos v;. Esto es lo que queremos pues precisamente son n + 1 puntos en 72,

Criterio de evaluacion

» (1 pt) Considerar traslaciones enteras de C'
= (2 pt) Encontrar un punto g cubierto por al menos n + 1 traslaciones enteras de C.

= (1 pt) Concluir que la traslaciéon C' — ¢ cumple lo requerido.

. Solucion

: _ a(q+1)
Una cuenta directa muestra que k(p,q) = p + T5—.

Sin= % pertenece a uno de dichos intervalos entonces existen p y ¢ enteros con 0 < p <gq
v g > 1 tales que

D 1 1 1
- <z 1 < :
q 2 grtzalet)+1 93549(g+1)+1

Por otro lado, tenemos que % es irracional, de modo que para los enteros p y g tenemos que

|2p? — ¢?| > 1. Esto lleva a la siguiente contradiccién:

’p 1\@‘(5)25

I I T 1
Priv2 o 2pg+?V2 0 4Ag7 T gzaletl

q 2

Criterio de evaluacién



» (1 pt) Encontrar el valor de k(p, q).
= (1 pt) Usar que v/2 es irracional para concluir que |2p? — ¢%| > 1.

» (2 pt) Mostrar que ‘E - %\/5‘ > L

q 9B a(a+1)+1"

4. Solucién

Vamos a utilizar las siguientes curvas orientadas en la solucién del problema.

» Cg: El semicirculo de radio R centrado en el origen que va de (R,0) a (—R,0) por el
semiplano superior.

» Dp: El semicirculo de radio R centrado en el origen que va de (—R,0) a (R,0) por el
semiplano inferior.

» [r: El intervalo que va de (—R,0) a (R,0).

Como es usual, denotaremos con + la concatenacion de dos curvas y anteponemos — para
cambiar el sentido de una curva.

Notemos que todos los puntos a; estdn en el primer cuadrante de la hipérbola Re(z)? —
Im(2)? = 1. De este modo, los ceros de p estdn en el primer cuadrante, y el tinico sobre el
eje real es a; = 1. Como los ceros de p’ estdn en la envolvente convexa de los ceros de p,
tenemos que todos los ceros de p’ estdn en el semiplano superior abierto (es imposible que 1
sea cero de p/, pues 1 no es raiz repetida de p). De esta forma, podemos garantizar que para
R suficientemente grande (digamos R > Rj), tenemos que todos los ceros de p’ estan en el
interior de C'g + Ig.

Por el teorema de Cauchy, como ﬁ es analitica en el interior de Dg + (—Ig), tenemos que

1
Dr+(—Igr) P

De esta forma, tenemos que

1 1 1
/ -~ dZ + / - dZ = / -~ dZ
Cr P I P Cr+Igr P
1 1
Cr+Ig P Dgr+(—Ig) P

1
Cr+Dgr p

Asi, para terminar basta mostrar que limpg_, fCR }% dz =0y que limp_, fCR+DR 1&% dz = 0.
Para esto procedemos como sigue. Como p(x) tiene grado al menos 3, entonces p/(z) tiene
grado al menos 2. Ademads, p'(z) es ménico. Entonces para alguna R suficientemente grande
(digamos R > R»), tenemos que si |z| = R, entonces |p/(z)| > %2 y por lo tanto




Asi, usando el lema de estimacién, tenemos que

1 2 AdrR 4w
“de| < S W(Cr+Dp) = =t =T
Jopson 7 = OO0 = G =
Yy que
1 2 orR 2w
Sde| < Zopcg) = Tt = T
/CRp’Z_RQ(R) R R

De estas desigualdades se sigue claramente que

1
lim - dz=0
R—o0 Cr+Dp P
y que
i 1
lim - dz = 0.
R—o00 Cr P

Criterio de evaluacién

A grandes rasgos, la prueba consiste en dividir la integral real en dos integrales de linea
complejas de modo que cada una de ellas se vaya a cero. La forma de lograr esto es cambiar el
intervalo [—R, R] por curvas para las cuales sus puntos tienen norma no acotada. El siguiente
criterio aplica para la solucién oficial, pero puede adaptarse para soluciones similares.

= (1 pt) Poner a [} en términos de [, ., v en términos de [, .

= (1 pt) Enunciar que los ceros de p’ estan en el semiplano superior abierto y usarlo para
mostrar que fCRHR = fCR+DR'

= (1 pt) Mostrar la cota

ﬁ‘ < % para puntos en Cr y Cg + Dg.

» (2 pt) Usar la cota anterior y el lema de estimacién para mostrar que |, cn Y J. CrtDp 5€
van a cero.

. Solucion

Consideremos la funcién f(z) = €. Afirmamos que f(z) = p,(x)e®" en donde py(z) es
un polinomio de grado n. Procedemos por induccién sobre n. Claramente (0 (z) = f(xz)
satisface la afirmacion, pues po(xz) = 1 y entonces es un polinomio de grado 0. Usando regla

del producto y la hipdtesis inductiva, tenemos que

FrtD(z) = p;(aj)ea‘”2 + 2»’Cpn(55)612 = (pp(a) + 235])”(33))612‘

Como por hipétesis inductiva p,, es de grado n, tenemos que p/, (z)+2xp, (x) es de grado n+1,
concluyendo la induccién. De la afirmacién, tenemos inmediatamente que f es infinitamente
diferenciable y que todas sus derivadas son continuas. Veremos ahora que estas derivadas
aproximan cualquier funciéon continua.



Sea g : [0,1] — R una funcién continua y € > 0 un real. Consideremos h(x) = % Como

2 ., 3 3
e’ # 0, entonces h también es continua. De acuerdo al teorema de Stone-Weierstrass, h se
puede aproximar uniformemente por polinomios y en particular se puede aproximar en norma
Ls. De esta forma, existe un polinomio P(x) tal que

1 €
/0 (h(z) — P(x))*dz < 2

Como en {pg,p1,...} tenemos un polinomio de cada grado, existe N y reales agp,a1,...,an
N . .
tales que P(z) = ;" aipi(x). De esta forma, concluimos como sigue:

' S (i) 2 o2 3 ? 2
/0 <g(m)—;aif (x)) dx:/o (e h(a:)—;aipi(x)e ) dz
1
_ /0 2 (h(x) — P(z))? dx

1
< /0 (h(z) — P(2))2d < c.

Criterio de evaluacion

= (1 pt) Determinar una funcién f(z) que cumpla lo requerido.

= (4 pt) Mostrar que en efecto las derivadas de la funcién satisfacen lo requerido.

. Solucion

Notemos que la media logaritmica se puede poner en términos de integrales como sigue:

L(a,b,c) =2 // a®bel TV dady. (1)
z,y >0,
r+y<1

Debido a la homegenidad, L(a,b,c) = c¢-L(a/c,b/c, 1), basta verificar (1) en el caso particular
c=1:

1 1-x 1 11—z 1
b -1 1 a\<
2pY dady = v Wdy ) de= | o de = b(S) —a®)d
//a v /m:oa </y:0 y>x /Oa logh " logb/o((b> “)f’“’

z+y<l

1 a—b a—-1\ a 1 1 b 4 1
~ logh log7 loga ~ logb log7 loga logb-logy = loga-logb
a b 1

1
—L(a,b,1).
(loga —logb)loga (a,5,1)

logb — loga)logb + loga -logb T2




La identidad (1) ha sido probada.

Para mostrar que LM < AM, se aplica la desigualdad AM-GM para el integrando en (1):

L(a,b,c) =2 // a®bYet Y dady < 2 // (ma +yb+(1—x— y)c) dady = %b—i—c‘

z+y<1 z+y<l1

Para mostrar que LM > GM se aplica la desigualdad de Jensen a la funcién exponencial.
Obtenemos

L(a,b,c) =2 // exp (zloga+ ylogh+ (1 — z — y)log c) dady
z+y<l1

> exp 2//(xloga—i—ylogb—i—(l—Ji—y)logc)dxdy

x+y<1
loga +logb+loge 5
= exp = abe.
3
Nota:
Para n ntmeros positivos ay, ao, ..., an, la media logaritmica se puede definir como
L(ay,a,...,a,) = (n—1)!-exp[logai,logas,...,logay]

donde exp|...] denota las diferencias divididas de la funcién exponencial. Es conocido que
L(ai,ag,...,a,) = (n—1)!- / / aitas? - aﬁi‘lla,lfxl_’“_x”—l dzy - -dz,_1.

L1y Tp—1 > 07

r1+...+zp-1 <1

De esta féormula, la relacion GM < LM < AM puede ser derivada de la misma manera que

en la solucién.

Criterio de evaluacion

» (2 pt) Enunciar y mostrar la expresién integral para la media logaritmica.
» (2 pt) Mostrar que LM < AM.
» (2 pt) Mostrar que LM > GM.

7. Solucion

a) Consideremos el polinomio caracteristico fp;s de M. Tenemos que fj; es cuadratico con
entradas en Fy, de modo que sus raices estédn en ;2. Recordemos que el grupo de Galois
de F2/F, es de orden 2. Sea o el elemento no trivial del grupo. Notemos que si x es
una raiz de fjs, entonces o(z) es una raiz de Fjs. Finalmente, notemos que matrices
similares tienen el mismo orden. Consideremos las siguientes posibilidades:



» Si ambas raices estdn en F, y son distintas, entonces la matriz es diagonalizable.
Entonces es similar a una matriz diagonal de GLy(q) y estas claramete tienen orden
que divide a ¢ — 1.

» Si fys tiene una raiz doble, entonces o(z) = x y entonces x € F,. Mds atn, ya que
el término constante de fjs es igual al determinante de M, tenemos que z> = 1 y
entonces x = +1. Entonces fj; es producto de factores lineales y por lo tanto M es
triangulable, es decir, es similar a una matriz de alguna de las siguientes formas:

(o) o (0 5)

en donde c es un elemento de F,. Las matrices del primer estilo satisfacen M? = I
y las del segundo tipo satisfacen M2 = I. Esto muestra que el orden de M divide
a 2p.

» Si una de las raices x cae fuera de I, entonces o(z) también cae fuera de F, y
es distinto de x. Entonces M es similar a una matriz diagonal en GLa(FF,2) con
entradas diagonales x y o(z). Usando de nuevo que el término constante de fy, es
el determinante, tenemos que xo(z) = 297! = 1. De manera similar, o(z)4™! =1y
por lo tanto el orden de M divide a ¢ + 1.

b) Para el converso tenemos los mismos tres casos. En el primero el hecho de que el grupo
multiplicativo de un campo finito es ciclico nos permite escribir una matiz diagonal de
orden t en donde ¢ es cualquier divisor de ¢ — 1.

En el segundo caso las matrices

(o1) v (W 4)

tienen respectivamente orden p y 2p. El caso anterior ya cubre a 1 y 2, asi que ya tenemos
a los divisores de 2p.

Para el tercer caso, tomamos x un elemento de F2 de orden que divide a ¢ + 1. Es
suficiente encontrar una matriz M € GLa(q) tal que fys tenga a x como raiz. En otras
palabras, necesitamos que

N =A—2)A—0(x)) =22 = (z+ o(z)) A+ L.

Esto quiere decir que basta tomar M de la forma

(¢ a)

en donde a+d = z+0(x) y en donde ademds by ¢ se eligen de modo que be = ad—1. Todas
estas condiciones se satisfacen tomandoa =1, d=z+o0(z)—-1,b=1yc=z+o(x)—-2.

Criterio de evaluacién

» (1 pt) Separacién correcta en los tres casos



a) Ambas raices en F, y distintas
b) Ambas raices iguales
c) Ambas raices en F 2 y distintas
» Divisibilidad
a) (1 pt) Mostrar que en este caso el orden divide a ¢ — 1
b) (1 pt) Mostrar que en este caso el orden divide a 2p
¢) (1 pt) Mostrar que en este caso el orden divide a g + 1

= Acomodo

a) (1 pt) Mostrar que si el entero divide a ¢ — 1 existe una matriz
b) (1 pt) Mostrar que si el entero divide a 2p existe una matriz

¢) (1 pt) Mostrar que si el entero divide a ¢ + 1 existe una matriz



